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摘  要: 决策粗糙集理论中, 三支决策代价目标函数是典型的单调线性函数. 然而, 在实践经验中经常发现延迟

决策的代价与决策概率之间的函数关系往往呈现非单调特性, 决策粗糙集理论的经典代价敏感三支决策模型无法

对上述非单调现象进行直接的建模和推理, 导致决策粗糙集理论的应用受到了限制. 为了求解这种具有非单调延

迟代价的代价敏感三支决策问题, 提出一种新型分段延迟代价敏感三支决策模型. 该模型定义了具有单调递增和

单调递减特性的两组延迟决策损失函数, 并结合经典正负域决策损失函数构造了分段延迟三支决策代价目标函数

体系、度量指标和分段决策策略; 然后, 基于条件概率、损失函数及基础度量指标之间关系的 4 种分段延迟代价

敏感三支决策分类模式被提了出来, 并且对相应的三支分类阈值进行了推理; 最后, 通过一组典型实例, 验证了

分段延迟代价敏感三支决策模型及其三支分类是可行的. 
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Abstract: In classic decision-theoretic rough sets (DTRS), the cost objective function of three-way decision is typical monotone linear 

function. However, it is usually found that the functional relationship between delay decision’s cost and probability is non monotonic in 

practical experience. Hence, the classical cost sensitive three-way decision model in DTRS is not suitable for modeling and reasoning this 

non monotonic phenomenon. In order to solve the non-monotonic phenomena in the cost sensitive three-way decision problem, a novel 

piece-wise delay cost sensitive three-way decision model is proposed based on the classical positive/negative domain decision loss 

functions. The novel model defines two different sets of delay decision loss functions which have the characteristics of monotonous 

increase and monotonic decrease, and constructs segmented delay three-way decision cost objective function systems, measurement 

indexes, and segment decision strategies. Then, on the basis of the relationship among conditional probability, loss function and basic 

metrics, segmented delay cost sensitivity three-way decision model is proposed, and the corresponding three-way classification thresholds 

reasoning are implemented. Finally, a group of typical analysis examples are used to verify the feasibility of the segmented delay cost 

sensitivity three-way decision model and its classification. 
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三支决策(three-way decisions, 3WD)[1,2]理论是在粗糙集理论[3,4]研究基础上拓展出的一种新型不确定问题

求解思路. 该理论思想来源于人类处理不确定问题时常用的朴素思想, 即具有充分信息的对象往往被快速决

策, 而信息不充分的对象往往被延迟决策, 并且等待进一步处理. 

三支决策理论目前已成为粒计算与知识发现领域中一个重要的研究方向, 其在理论模型和应用领域获得

广泛研究. 三支决策理论模型方面的相关研究包括序贯三支决策[5]、三支聚类[6]、三支区间集[7]和三支模糊 

集[8,9]等, 应用领域的相关研究包括垃圾邮件过滤[10]、恶意软件分析[11]、人脸识别[12]、流计算[13], 以及推荐系

统[14]等. 

决策理论粗糙集是三支决策理论中的重要研究发现之一, 其在经典三支决策模型的基础上引入了贝叶斯

决策思想, 提出了一种代价敏感三支决策方法[15]. 

决策粗糙集理论和应用研究的成果非常丰富, 例如, 文献[16]提出了以时间、金钱为代价的序独立三支决

策应用模型, 文献[17]进行了基于代价最小化的属性约简研究, 文献[18]提出了一种多代价结合的混合式代价

敏感决策粗糙集模型, 文献[19]研究了基于决策粗糙集模型的动态计算问题. 

文献[20]则将经典多粒度及双量化研究与决策粗糙集进行了结合, 提出了多粒度双量化决策粗糙集理论

框架. 文献[21]则提出一种代价敏感三支决策与深度神经网络相融合的深度学习模型. 上述研究显示了决策

粗糙集丰富的发展活力. 

决策粗糙集理论中, 决策损失函数可以看作是由专家给出的不同决策行为的风险系数, 是决策代价计算

的基础. 在延迟决策代价目标函数中, 延迟决策的代价与决策条件概率之间存在着单调线性关系, 即: 该目

标函数中的延迟决策代价要么随着决策条件概率的增加而单调增加, 要么随着决策条件概率的增加而单调减

少. 然而在现实世界中, 当决策条件概率极大和极小时, 该决策被延迟的代价往往高于决策条件概率取值中

庸的不确定情况, 例如: 

1) 在海关的安检决策场景中, 当某旅客被确定为危险人员的概率较大时, 往往会被海关果断扣押或被

拒绝入关; 如果某旅客被大概率地确定为安全时, 往往会被海关立即放行. 同样, 当某位旅客被确

认为可疑人员时, 该旅客往往会被海关延期通关并且被要求接受进一步的审查. 显然, 当旅客为危

险人员的概率极高或极低时, 该旅客被延期作进一步盘查的风险显然都较高. 同样, 当某位旅客既

无法确定是危险人员也无法确认是安全旅客时, 其被延期通关并且被要求接受进一步安全审查的

风险显然低于确定的危险分子或者确认的安全旅客; 

2) 在大学招录学生的场景中, 当某申请的学生其成绩远远高于录取分数线时往往会被直接录取, 某申

请的学生其成绩远远低于录取分数线, 往往也会直接被拒绝. 但是, 当某申请的学生成绩在录取分

数线附近时往往会被推迟决定是否被录取. 显然, 对成绩远高于分数线或者远低于分数线的学生被

延迟录取的风险都高于录取入学考试成绩在分数线附近的不确定性的考生. 

由于经典决策粗糙集理论中采用的延迟决策代价目标函数具有明确的单调特征, 所以经典决策粗糙集无

法应用于非单调延迟代价的决策现象. 为了有效解决具有非单调延迟代价现象的代价敏感三支决策难题, 本

文提出了一种新型分段延迟代价敏感三支决策模型及其三支分类方法. 该模型针对延迟决策代价的非单调现

象, 在经典决策粗糙集理论的基础上, 首次提出了具有单调递增和单调递减特性的两套延迟决策代价目标分

段函数, 并且结合经典的正负域决策代价目标函数设计了一种新型分段延迟代价敏感三支决策模型及其三支

决策推理. 本文的主要贡献在于拓展了一套新型的复杂代价敏感三支决策理论, 提出了一种非单调延迟三支

决策的求解方法. 

本文第 1 节主要介绍决策粗糙集的基础理论, 并且根据决策代价目标函数间的几何关系对代价敏感三支

决策的阈值及代价关系进行讨论. 第 2 节首先针对决策延迟域代价目标函数的非单调现象, 提出两种具有单

调递增和单调递减特性的延迟决策损失函数, 并且结合经典决策粗糙集理论中的正负域决策损失函数构造分

段延迟代价敏感三支决策模型, 然后进行相应的代价最优分类推理研究. 第 3 节通过构造 4 组典型的分段延

迟代价敏感三支决策模型及概率信息表实例, 以表明本文分段延迟代价敏感三支决策模型及其三支决策推理
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的可行性. 第 4 节是对全文的总结及下一步研究计划的展望. 

1   相关理论研究 

1.1   三支决策理论 

概率粗糙集[22]理论中一对确定的集合, 即上近似集与下近似集, 被用来表示具有不确定性的概念. 这两

个近似集合将论域划分为 3 个互不相交的区域: 正域、负域和边界域. 

基于以上粗糙集理论, 加拿大里贾那大学的姚一豫教授将人类处理不确定问题的朴素三支分类思想引入

到粗糙集中, 并且进而提出三支决策的概念. 三支决策理论的主要思想是将论域一分为三, 即在经典正负决

策域的分类基础上引入延迟区域..这种将决策或者论域划分为 3部分的思想, 是人类处理不确定问题思维方式

的理论化成果之一. 

假设在某个论域空间 U 中, C⊆U 表示一个目标概念, 条件概率 Pr(C|[x]R)=(C∩[x]R)/[x]R 表示对象 x∈U 相

对于 C⊆U 的隶属度, , [x]R⊆U 是等价关系 R 的某个等价类. 

三支决策的主要概念为: 存在一对阈值(α,β), 其中, 0≤β<α≤1, 则等价类[x]R 属于以下 3 种可能的近似 

分类. 

1) 正决策域: POS(α,β)(C)={x∈U|Pr(C|[x]R)≥α}或 ( , ) ( ) {[ ] / | Pr( | [ ] ) },R RPOS C x U R C xα β α= ∈∪ ≥  其语义 

为: 如果 Pr(C|[x]R)≥α, 则接受 x∈C 和[x]R∈C (即正域决策); 

2) 负决策域: NEG(α,β)(C)={x∈U|Pr(C|[x]R)≤β}或 ( , ) ( ) {[ ] / | Pr( | [ ] ) },R RNEG C x U R C xα β β= ∈∪ ≤  其语义 

为: 如果 Pr(C|[x]R)≤β, 则拒绝 x∈C (即负域决策); 

3) 延迟决策域: BND(α,β)(C)={x∈U|β<Pr(C|[x]R)<α}或 ( , ) ( ) {[ ] / | Pr( | [ ] ) },R RBND C x U R C xα β β α= ∈ < <∪  

其语义为: 如果β<Pr(C|[x]R)<α, 则既不接受也不拒绝 x∈C (即延迟决策). 

上述公式显示: 正决策域集合可以由单个阈值α控制, 负决策域集合可由单个阈值β控制, 延迟决策域集

合取决于阈值对(α,β). 概率三支决策具有以下语义: 当具有确凿的证据和充分的信息时, 我们就会做出接受

或拒绝的明确决定; 如果没有足够的信息或有力的证据, 我们宁愿采取更加谨慎的做法, 不做出明确的承诺,

或者延迟决策. 三支决策理论中的延迟决策使我们能够减少错误的接受或者错误的拒绝, 同时, 它也允许我

们进一步增加更多的信息或证据, 从而做出更加正确的决定. 

Pawlak 粗糙集[4]与二支决策是三支决策理论的两种特例[15]. 其中, Pawlak 粗糙集模型可视为(α,β)=(1,0),

即正决策域与负决策域导出的决策规则都是具有 100%准确率的一致性决策规则, 所有不一致的决策规则都

属于延迟决策域. 

二支决策可视为(α,β)=(γ,γ), 通常简记为γ, 该模型将所有对象划分为正决策域与负决策域. 此时, 正决策

域导出决策规则的条件概率大于阈值γ, 而负决策域中决策规则的条件概率小于阈值γ. 阈值的变化会引起 3

个决策区域大小的变化, 同时获得相对最优三支决策或 3 个区域平衡的决策, 是三支决策的重要研究问题. 

1.2   决策粗糙集理论 

在决策粗糙集理论中, 不同的决策会产生不同的代价损失. 设λPP 和λPN 表示为正类元素 x∈C 和负类元素

即 x∈CC分别被划分为正域 POS(α,β)(C)的损失函数, 其中, CC=U-C; λNP和λNN表示为正类元素 x∈C 和负类元素

x∈CC 分别被划分为负域 NEG(α,β)(C)的损失函数; λBP 和λBN 表示为正域元素 x∈C 和负域元素分 x∈CC 分别被划

分为延迟域 BND(α,β)(C)的损失函数. 

定义 1. 当任一等价类[x]R 被分别划分至 3 个决策域 POS(α,β)(C)、NEG(α,β)(C)、BND(α,β)(C)后, 其决策的代

价可被描述为正域决策的代价目标函数 TP、负域决策的代价目标函数 TN、延迟决策的代价目标函数 TB: 
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Pr( | [ ] ) Pr( | [ ] )

Pr( | [ ] ) Pr( | [ ] )

Pr( | [ ] ) Pr( | [ ] )

C
P PP R PN R

C
N NP R NN R

C
B BP R BN R
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T C x C x

T C x C x

λ λ

λ λ

λ λ

■= +
|

= + ■
|

= + ■

 (1) 

其中, CC 为 C 的补集. 

而三支决策整体期望目标可以表示为 

( , ) ( , ) ( , )[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )

( , ) Pr([ ] ) Pr([ ] ) Pr([ ] ).
R R R

P R N R B R
x POS C x NEG C x BND C

T T x T x T x
α β α β α β

α β
⊆ ⊆ ⊆

= × + × + ×∑ ∑ ∑  

根据贝叶斯决策理论, 三支决策整体期望目标可以表示为
( , )

arg max ( , ),T
α β

α β  其语义是: 寻找到一对阈值 

(α,β), 使得 T(α,β)的整体代价最小. 由于 Pr(C|[x]R)+Pr(CC|[x]R)=1, 三支决策代价目标函数可改写为如下形式: 

 

(Pr( | [ ] )) ( )Pr( | [ ] )

(Pr( | [ ] )) ( )Pr( | [ ] )

(Pr( | [ ] )) ( )Pr( | [ ] )

N R NP NN R NN

P R PP PN R PN

B R BP BN R BN

T C x C x

T C x C x

T C x C x

λ λ λ
λ λ λ
λ λ λ

= - + ■
|= - + ■
|= - + ■

 (2) 

经典决策粗糙集理论中通常约定(λPP-λPN)<0 和(λNP-λNN)>0, 其中, (λPP-λPN)<0 的语义为正域决策代价 TP

随着条件概论 Pr(C|[x]R)的增加而减小, 即对象集合[x]R 被决策为正域 C 的代价随着条件概率论 Pr(C|[x]R)的增

加而减小; (λNP-λNN)>0 的语义为正域决策代价 TN 随着条件概论 Pr(C|[x]R)的增加而增大, 即对象集合[x]R 被决

策为负域 CC 的代价随着条件概率论 Pr(C|[x]R)的减少而减小. 

根据贝叶斯决策理论, 可以得到如下 3 条决策规则: 

 

( , )

( , )

( , )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

P N P B

N P N B

B P B N

T T T T x POS C

T T T T x NEG C

T T T T x BND C

α β

α β

α β

∧ → ∈ ■
|

∧ → ∈ ■
|∧ → ∈ ■

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

 (3) 

并且, 约定损失函数λNP>λBP>λPP>0 和λPN>λBN>λNN>0, 此时将公式(2)中的代价目标函数 TP、TN、TB分别

代入上述 3 条决策规则公式(3), 可以计算出: 

 
( ) ( )

( ) ( )

PN BN

PN BN BP PP

BN NN

BN NN NP BP

λ λα
λ λ λ λ

λ λβ
λ λ λ λ

-
=

- + -
-

=
- + -

 (4) 

显然, 公式(2)中 TP、TN、TB 可以被看作是以 Pr(C|[x]R)为变量的线性函数. 其中, TP 是以λPP-λPN 为斜率λNP

为截距、TN 是以λNP-λNN 为斜率λNN 为截距、TB 是λBP-λBN 为斜率λBN 为截距的几何特征. 

如图 1 中三支决策代价目标函数之间的拓扑关系示意图所示: 三支分类的阈值α是代价目标线性函数 TP

与 TB 的交点横坐标 Pr(C|[x]R)的取值, 阈值β是 TN 与 TB 的交点横坐标 Pr(C|[x]R)的取值. 当 1≥α>β≥0 时, 其

三支划分的目标为: 当横坐标 Pr(C|[x]R)≥α时, TP的代价目标函数取值相对最低; 当横坐标 Pr(C|[x]R)≤β时, TN

的代价目标函数取值相对最低; 当横坐标β<Pr(C|[x]R)<α时, TB 的代价目标函数取值相对最低. 

 

图 1  TP、TN、TB之间的拓扑关系示意图 

注: 该代价目标函数几何示意图中, Pr(C|[x]R)为图中横坐标取值, T*为图表纵坐标取值, 其中, *∈{P,B,N}. 
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根据上述阈值语义, 当 1≥α>β≥0 时, 我们可以获得如下三支决策行为: 

 

( , )

( , )

( , )

Pr( | [ ] ) ( )

Pr( | [ ] ) ( )

Pr( | [ ] ) ( )

R

R

R

C x x POS C

C x x NEG C

C x x BND C

α β

α β

α β

α

β

β α

→ ∈ ■
|

→ ∈ ■
|< < → ∈ ■

≥

≤  (5) 

1.3   代价目标函数及其阈值分析 

基于三支代价目标函数之间的拓扑关系, 可以通过求解 TP=TB 获得 Pr( | [ ] ) ,
( ) ( )

PN BN
R

PN BN BP PP

C x
λ λ

λ λ λ λ
-

=
- + -

 

其取值与经典三支决策理论中的α取值是一致的, 即 .
( ) ( )

PN BN

PN BN BP PP

λ λα
λ λ λ λ

-
=

- + -
 根据α阈值与代价目标函数 

TP、TB之间的几何语义, 可以获得如下性质. 

性质 1. 三支决策α阈值与代价目标函数 TP、TB之间满足: 当λPP-λPN<λBP-λBN 时, 如果 Pr(C|[x]R)≤α, 则

TP≥TB; 如果 Pr(C|[x]R)≥α, 则 TP≤TB. 

证明: 由公式(2)可知: 代价目标函数 TP 可以看作是以 Pr(C|[x]R)为自变量、λPP-λPN 为斜率、λPN 为 T*轴上

的截距的一元线性函数, 代价目标函数 TB 也可以看作是 Pr(C|[x]R)为自变量、λBP-λBN 为斜率、λBN 为 T*轴上的

截距的一元线性函数. 

由于经典决策粗糙集合理论约定损失函数λNP>λBP>λPP>0 和λPN>λBN>λNN>0, 所以, TP和 TB之间的线性关

系如图 2 所示, 存在图 2(a)的λPP-λPN<λBP-λBN<0 与图 2(b)的λBP-λBN>0>λPP-λPN 这两种形态. 显然, 当 Pr 

(C|[x]R)=α时, 代价目标函数 TP与 TB 相交. 

根据初等解析几何公理, 当 TP和 TB 之间的关系如图 2(a)和图 2(b)所示, 且当 TP的斜率小于 TB的斜率时, 

Pr(C|[x]R)≥α→TP≤TB, Pr(C|[x]R)≤α→TP≥TB, 故性质 1 成立.  □ 

     
(a) Relationship with λPP-λPN<λBP-λBN<0                    (b) Relationship with λBP-λBN>0>λPP-λPN 

图 2  代价目标函数 TP、TB 之间的拓扑关系图 

通过求解 Pr(C|[x]R)可获得 Pr( | [ ] ) ,
( ) ( )

BN NN
R

BN NN NP BP

C x
λ λ

λ λ λ λ
-

=
- + -

 其取值与经典三支决策理论中的β取值

是一致的, 即 .
( ) ( )

BN NN

BN NN NP BP

λ λβ
λ λ λ λ

-
=

- + -
 根据β阈值与代价目标函数 TN、TB 之间的几何语义, 可以获得如 

下性质. 

性质 2. 三支决策β阈值与代价目标函数 TN、TB之间满足: 当λNP-λNN>λBP-λBN 时, 如果 Pr(C|[x]R)≤β, 则

TN≤TB; 如果 Pr(C|[x]R)≥βB, 则 TN≥TB. 

证明: 由公式(2)可知: 代价目标函数 TN 可以看作是以 Pr(C|[x]R)为自变量、λNP-λNN 为斜率、λNN 为 T*轴

上的截距的一元线性函数, 代价目标函数 TB也可以看作是 Pr(C|[x]R)为自变量、λBP-λBN 为斜率、λBN 为 T*轴上

的截距的一元线性函数. 

由于经典决策粗糙集合理论约定损失函数λNP>λBP>λPP>0 和λPN>λBN>λNN>0, 所以, TN 和 TB之间的线性关

系如图 3 所示, 存在图 3(a)的λNP-λNN>λBP-λBN>0 与图 3(b)的λNP-λNN>0>λBP-λBN 这两种形态. 显然, 当 Pr 
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(C|[x]R)=β时, 代价目标函数 TN与 TB相交. 根据初等解析几何公理, 如图 3 所示, 代价目标函数 TN的斜率大于

TB的斜率时, Pr(C|[x]R)≥β→TN≥TB, Pr(C|[x]R)≤β→TN≤TB. 故性质 2 成立.  □ 

通过求解以 Pr(C |[x]R)为自变量的代价目标函数 TP、TN 构成的方程组 TP=TN, 可获得 Pr(C |[x]R)= 

.
( ) ( )

PN NN

PN NN NP PP

λ λ
λ λ λ λ

-
- + -

 可以观察发现, 上述 Pr(C|[x]R)取值与经典决策粗糙集合理论中指定的γ取值是一致

的, 即 .
( ) ( )

PN NN

PN NN NP PP

λ λγ
λ λ λ λ

-
=

- + -
 

   
(a) Relationship with λNP-λNN>λBP-λBN>0             (b) Relationship with λNP-λNN>0>λBP-λBN 

图 3  代价目标函数 TN、TB 之间的拓扑关系图 

如图 4 所示: 当λNP-λNN>λBP-λBN>λPP-λPN, 并且 0≤α<γ<β≤1 时, 三支决策退化为二支决策. 此时, 当横

坐标 Pr(C|[x]R)≥γ时, TP 的代价目标函数取值相对最低; 当横坐标 Pr(C|[x]R)<γ时, TN 的代价目标函数取值相对

最低. 

 

图 4  二支决策情况下, TN、TP、TB之间的拓扑关系示意图 

因此, 当λNP-λNN>λBP-λBN>λPP-λPN, 并且 0≤α<γ<β≤1 时, 我们可以获得如下决策行为: 

 
( , )

( , )

Pr( | [ ] ) ( )

Pr( | [ ] ) ( )

R

R

C x x POS C

C x x NEG C

α β

α β

γ

γ

→ ∈ ■|
■< → ∈ |■

≥
 (6) 

根据γ阈值与代价目标函数 TP、TN 之间的几何语义, 可以获得如下性质. 

性质 3. 二支决策退化阈值γ与代价目标函数 TP、TN 之间满足关系: 当λPP-λPN<λNP-λNN 时, 如果 Pr 

(C|[x]R)≤γ, 则 TP≥TN; 如果 Pr(C|[x]R)>γ, 则 TP<TN. 

证明: 由公式(2)可知, 代价目标函数 TP 可以看作是以 Pr(C|[x]R)为自变量、λPP-λPN 为斜率的一元线性函

数, 代价目标函数 TN 可以看作是以 Pr(C|[x]R)为自变量、λNP-λNN 为斜率的一元线性函数. 由于经典决策粗糙

集合理论约定损失函数(λPP-λPN)<0 和(λNP-λNN)>0, 所以, 线性函数 TP 与 TN 之间的拓扑关系如图 5 所示. 

 

图 5  代价目标函数 TP 与 TN 之间的拓扑关系示意图 
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根据初等解析几何公理, 当 TN 和 TP 之间的关系如图 5 所示, 代价目标函数 TN 的斜率大于 TP 的斜率时, 

Pr(C|[x]R)≥γ→TP≤TN, Pr(C|[x]R)<γ→TP>TN. 故性质 3 成立. □ 

上述理论研究从三支代价目标函数之间的拓扑关系视角, 对三支决策要素之间的关系及阈值推理进行了

系统的讨论. 该研究能够直观地揭示代价敏感三支决策的 3 个主要决策要素: 条件概率、损失函数及决策阈

值之间的拓扑关系, 从而为更加复杂的代价敏感三支决策提供了一种新型的研究视角. 

2   分段延迟代价敏感三支决策 

经典决策粗糙集理论中, 3 种决策的代价目标函数都是以条件概率为变量的单调线性函数. 以延迟决策代

价目标函数 TB=(λBP-λBN)Pr(C|[x]R)+λBN 为例, 当λBP-λBN<0 时, 延迟决策的代价取值将随着条件概率的取值变

大而单调变小. 当λBP-λBN>0 时, 延迟决策的代价取值将随着条件概率的取值变大而单调变大. 

然而如图 6 所示, 实际生活经验中, 延迟决策的代价与条件概率取值之间的关系往往呈非单调线性关系. 

例如, 在等价类[x]R 被判断是否属于目标概念 C 时, 当条件概率 Pr(C|[x]R)趋近于极大值 1 或极小值 0 时, 

[x]R 被延迟决策的代价显然高于 Pr(C|[x]R)的取值趋向于中间值 1/2 时的代价. 当 Pr(C|[x]R)的取值趋向于中间

值 1/2 时, 等价类[x]R 被延迟决策的代价往往趋向于变小. 

 

图 6  非单调性 TB 示意图 

2.1   分段延迟代价敏感三支决策模型 

经典决策粗糙集理论中, 三支决策的损失函数通常是根据专家经验给出的, 不同的专家往往会给出不同

的损失函数, 而根据不同的损失函数作用于相同的决策显然也会产生不同的代价. 分段函数具有刻画非单调

线性空间的功能. 显然, 通过引入斜率不同并且数量不等的延迟决策代价目标函数 TB, 并且进行合理的分段

集成, 是延迟域代价目标函数非单调现象的一种新型研究思路. 但是, 由于在实际应用中专家提供损失函数

往往也是要计算成本的, 引入的延迟决策代价目标分段函数 TB 越多, 损失函数的导入成本也就越高. 同时, 

随着越多分段函数 TB 的导入, 分段集成决策推理也会相对更加复杂. 所以, 导入合理数量的分段函数 TB, 是

构造性价比较高的分段延迟代价敏感三支决策模型首要考虑的问题. 因此, 为了尽可能少地增加损失函数的

导入数量, 又能够有效地模拟延迟决策代价目标函数非单调语义现象, 本研究采用了具有单调递增和单调递

减特性的两套延迟决策代价目标函数作为双分段延迟代价目标函数. 在此基础上, 结合经典三支决策理论中

的正负域决策代价目标函数 , 构建了一种新型的分段延迟代价敏感三支决策模型(piece-wise delay cost- 

sensitive three-way decisions, 简称分段延迟三支决策或者 PWD-3WD). 其中, 

· 具有单调递增特性的延迟决策代价目标函数能够表征: 当条件概率 Pr(C|[x]R)趋向于极大值时, [x]R 被

延迟决策的代价相对高于 Pr(C|[x]R)取值趋向于较小值时的代价; 

· 具有单调递减特性的延迟决策代价目标函数能够表征: 当条件概率 Pr(C|[x]R)趋近于极小值时, [x]R 被

延迟决策的代价高于 Pr(C|[x]R)的取值趋向于相对较大值时的代价. 

而当三支决策被要求条件概率 Pr(C|[x]R)趋近于极大值 1 和极小值 0 时, [x]R被延迟决策的代价都要求高于

Pr(C|[x]R)的取值趋向于中位值时的非单调代价现象. 我们可以通过将上述两套延迟决策代价目标函数作为分

段函数, 并且设计合理的分段集成策略来实现其非单调函数的模拟. 

分段延迟代价敏感三支决策模型采用经典代价敏感三支决策理论中定义的λPP、λPN 来表示正类元素 x∈C

TB
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和负类元素 x∈CC 分别被执行正域决策的损失函数, 采用λNP、λNN 表示为正类元素 x∈C 和负类元素 x∈CC 分别

被执行负域决策的损失函数. 

定义 2. 分段延迟代价敏感三支决策模型中, 正域和负域决策代价目标函数被定义为 

( )Pr( | [ ] ) ,

( )Pr( | [ ] ) ,
P PP PN R PN

N NP NN R NN

T C x

T C x

λ λ λ
λ λ λ

= - +

= - +
 

其中约定: λPP 与λPN 之间满足(λPP-λPN)<0, λNP 与λNN 之间满足(λNP-λNN)>0. 

在定义 2 给出的分段延迟三支决策中, 正域和负域决策代价目标函数 TP及 TN 具有如下语义. 

· 函数 TP 中, 正类元素 x∈C 被划分为正域 POS(α,*)(C)的代价随着 Pr(C|[x]R)的增加而单调增加; 

· 函数 TN 中, 正类元素 x∈C 被划分为正域 POS(α,*)(C)的代价随着 Pr(C|[x]R)的增加而单调减少; 

· 当 Pr(C|[x]R)=1 时, 代价目标函数 TP 中代价值小于代价目标函数 TN 中的代价值; 

· 当 Pr(C|[x]R)=0 时, 代价目标函数 TN 中的代价值小于代价目标函数 TP 中的代价值. 

我们设定正类元素 x∈C 和负类元素 x∈CC 分别被执行延迟决策时存在两套延迟损失函数 BP BNλ λ' '、 和

BP BNλ λ'' ''、 , 其语义为两位专家分别针对正、负类元素被延迟决策提供的两组不同损失评价指标. 基于这两套延

迟损失函数, 可以构造具有单调递增和单调递减特性的两个分段延迟决策代价目标函数 BT ' 和 .BT ''  

定义 3. 在分段延迟代价敏感三支决策模型中, 双分段延迟决策代价目标函数被定义为: 

· 正域视角延迟决策代价目标函数 ( )Pr( | [ ] ) ;B BP BN R BNT C xλ λ λ' ' ' '= - +  

· 负域视角延迟决策代价目标函数 ( )Pr( | [ ] ) .B BP BN R BNT C xλ λ λ'' '' '' ''= - +  

其中约定: 

· BP BNλ λ' '、 之间满足 0;BP BNλ λ' '- <  

· BP BNλ λ'' ''、 之间满足 0;BP BNλ λ'' ''- >  

· BP BNλ λ' '、 与λPN、λPP、λNN、λNP 之间满足 0PN BN NNλ λ λ'> > > 并且 0;NP BP PPλ λ λ'> > >  

· BP BNλ λ'' ''、 与λPN、λPP、λNN、λNP 之间满足 0PN BN NNλ λ λ''> > > 并且 0.NP BP PPλ λ λ''> > >  

上述定义中, 双分段延迟决策代价目标函数的语义为: 

· BT ' 函数中, 当[x]R⊆U 被划分到 BND(α,β)(C)域的代价随着概率 Pr(C|[x]R)的增加而单调减少时, 则会

随着 Pr(C|[x]R)的减少而单调增加, 即 ( ) 0;BP BNλ λ' '- <  

· BT '' 函数中, 当[x]R⊆U 被划分为 BND(α,β)(C)的代价随着概率 Pr(C|[x]R)的减少而单调递减时, 则会随

着 Pr(C|[x]R)的增加而单调递增, 即 0.BP BNλ λ'' ''- >  

当采用 BT ' 函数作为延迟代价计算依据时: 若 Pr(C|[x]R)取值趋近于极大值 1, 则[x]R 被划分为延迟决策域 

BND(α,β)(C)的代价大于被划分为 POS(α,β)(C)正决策域的代价, 同时小于被划分为负决策域 NEG(α,β)(C)的代价, 

即 ;N B PT T T'> >  若 Pr(C|[x]R)取值趋近于极小值 0, 则[x]R被划分为延迟决策域BND(α,β)(C)的代价小于被划分为

POS(α,*)(C)正决策域的代价, 同时大于被划分为负决策域 NEG(α,*)(C)的代价, 即 .N B PT T T'< <  

当采用 BT '' 函数作为延迟代价计算依据时: 若 Pr(C|[x]R)取值趋于极大值 1, 则[x]R 被划分为延迟决策域 

BND(α,β)(C)的代价大于被划分为 POS(α,β)(C)正决策域的代价, 同时小于被划分为负决策域 NEG(α,β)(C)的代价, 

即 ;N B PT T T''> >  若 Pr(C|[x]R)取值趋近于极小值 0, 则[x]R被划分为延迟决策域BND(α,β)(C)的代价小于被划分为

POS(α,β)(C)正决策域的代价, 同时大于被划分为负决策域 NEG(α,β)(C)的代价, 即 .N B PT T T''< <  

由于分段延迟决策代价目标函数 BT ' 和 BT '' 的定义分别约定了 ( ) 0BP BNλ λ' '- < 和 0,BP BNλ λ'' ''- >  所有分段延

迟决策代价目标函数 BT ' 和 BT '' 相对于条件概论 Pr(C|[x]R)分别具有单调递减和单调递增特性. 通过构造分段延

迟决策代价目标函数 BT ' 和 BT '' 的集成分段策略, 可以构造同时具备单调递减和单调递增特性的延迟决策代价 

目标函数. 

根据分段延迟代价敏感三支决策模型中损失函数的约定, 可以推导获得以下性质. 

性质 4. 在分段延迟三支决策模型中, 正域决策的损失函数λPP、λPN 与正、负域视角延迟决策损失函数对 

  BP BN BP BNλ λ λ λ' ' '' ''、 、 、 之间满足 ( ) ( ) 0 ( );PP PN BP BN BP BNλ λ λ λ λ λ' ' '' ''- < - < < -  
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负域决策的损失函数λNP、λNN 与正、负域视角延迟决策损失函数对   BP BN BP BNλ λ λ λ' ' '' ''、 、 、 之间满足 ( )NP NNλ λ- >  

( ) 0 ( ).BP BN BP BNλ λ λ λ'' '' ' '- > > -  

证明: 根据定义 3 中约定了λPP、λPN 与 BP BNλ λ' '、 之间满足 ( 0) ( 0),PN BN BP PPλ λ λ λ' '> > ∧ > >  

所有 0,PN BN BP PPλ λ λ λ' '- + - >  即 ( ) ( )PP PN BP BNλ λ λ λ' '- < - 成立; 

又由于定义 3 约定 BP BNλ λ' '、 之间满足 0BP BNλ λ' '- < ; BP BNλ λ'' ''、 之间满足 0,BP BNλ λ'' ''- >  

显然, ( ) ( ).BP BN BP BNλ λ λ λ' ' '' ''- < -  

所以 ( ) ( ) 0 ( )PP PN BP BN BP BNλ λ λ λ λ λ' ' '' ''- < - < < - 得证. 

同理易证 ( ) ( ) 0 ( )NP NN BP BN BP BNλ λ λ λ λ λ'' '' ' '- > - > > - 成立.  □ 

上述性质 4 的语义为: 分段延迟三支决策模型中, 正域决策代价目标函数 TP 的斜率小于正域视角延迟决 

策代价目标函数 BT ' 的斜率; 且由定义 2 和定义 3 可知, 这两个斜率小于 0. 负域决策代价目标函数 TN 的斜率

大于正域视角延迟决策代价目标函数 BT '' 的斜率; 且由定义 2 和定义 3 可知, 这两个斜率大于 0. 

由于决策要素的度量是不确定知识推理的基础, 为了对分段延迟代价敏感三支决策模型进行有效的推

理, 我们定义了分段延迟三支决策的 6 种基础度量指标. 

定义 4. 分段延迟三支决策相关的 6 种基础度量指标分别是: 双正域决策度量指标α'、α"; 双负域决策度

量指标β'、β"; 退化决策度量指标γ; 双延迟决策代价目标函数交叉度量指标μ. 其中, 

· 正域决策度量指标α'可以通过求解 P BT T '= 获得, 其几何语义为代价目标函数 TP 与 BT '' 之间交点的

Pr(C|[x]R)的取值, 即 Pr( | [ ] ) .
( ) ( )

PN BN
P B R

PN BN BP PP

T T C x
λ λ

λ λ λ λ
'-'= → =

' '- + -
 根据上述 Pr(C|[x]R)的取值, 本

文设 ;
( ) ( )

PN BN

PN BN BP PP

λ λα
λ λ λ λ

'-' =
' '- + -

 

· 正域决策度量指标α"可以通过求解 P BT T ''= 获得, 其几何语义为代价目标函数 TP 与 BT '' 之间交点的

Pr(C|[x]R)的取值, 即 Pr( | [ ] ) .
( ) ( )

PN BN
P B R

PN BN BP PP

T T C x
λ λ

λ λ λ λ
''-''= → =

'' ''- + -
 根据上述 Pr(C|[x]R)的取值, 本

文设 ;
( ) ( )

PN BN

PN BN BP PP

λ λα
λ λ λ λ

''-'' =
'' ''- + -

 

· 负域决策度量指标β'可以通过求解 N BT T '= 获得, 其几何语义为代价目标函数 TN 与 BT ' 之间交点的

Pr(C|[x]R)的取值, 即 Pr( | [ ] ) .
( ) ( )

BN NN
N B R

BN NN NP BP

T T C x
λ λ

λ λ λ λ
' -

= → =
' '- + -

 根据上述 Pr(C|[x]R)的取值, 本

文设 ;
( ) ( )

BN NN

BN NN NP BP

λ λβ
λ λ λ λ

' -' =
' '- + -

 

· 负域决策度量指标β"可以通过求解 N BT T ''= 获得, 其几何语义为代价目标函数 TN 与 BT '' 之间交点的

Pr(C|[x]R)的取值, 即 Pr( | [ ] ) .
( ) ( )

BN NN
N B R

BN NN NP BP

T T C x
λ λ

λ λ λ λ
'' -''= → =

'' ''- + -
 根据上述 Pr(C|[x]R)的取值, 本

文设 ;
( ) ( )

BN NN

BN NN NP BP

λ λβ
λ λ λ λ

'' -'' =
'' ''- + -

 

· 通过求解 TP=TN 获得退化决策度量指标 ,
( ) ( )

PN NN

PN NN NP PP

λ λγ
λ λ λ λ

-
=

- + -
 其取值及几何语义仍然与经典 

代价敏感三支决策中定义的γ阈值相同; 

· 双延迟决策代价目标函数的交叉度量指标
( ) ( )

BN BN

BP BN BP BN

λ λμ
λ λ λ λ

'' '-
=

' ' '' ''- - -
可以通过求解 B BT T' ''= 获得 , 

其几何语义为代价目标函数 BT ' 与 BT '' 之间交点的 Pr(C|[x]R)的取值. 

性质 5. 分段延迟三支决策相关的基础度量指标满足: 

1. 0<α'<1, 0<α"<1; 
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2. 0<β'<1, 0<β"<1. 

证明: 由定义 3 可知, ( ) 0PN BNλ λ'- > 并且 ( ) 0,BP PPλ λ' - >  

所以 ( ) ( ) ( ),PN BN BP PP PN BNλ λ λ λ λ λ' ' '- + - > -  即 0 1;
( ) ( )

PN BN

PN BN BP PP

λ λ
λ λ λ λ

'-
< <

' '- + -
 

又因为 ,
( ) ( )

PN BN

PN BN BP PP

λ λα
λ λ λ λ

'-' =
' '- + -

 所以 0<α'<1 得证. 

同理, 由定义 3 可知, PN BNλ λ''> 并且 ,BP PPλ λ'' >  

所以 ( ) ( ) ( ),PN BN BP PP PN BNλ λ λ λ λ λ'' '' ''- + - > -  

因此, 0 1
( ) ( )

PN BN

PN BN BP PP

λ λ
λ λ λ λ

''-
< <

'' ''- + -
成立; 

又因为 ,
( ) ( )

PN BN

PN BN BP PP

λ λα
λ λ λ λ

''-'' =
'' ''- + -

 所以 0<α"<1 得证. □ 

性质 5 中的第 2 点证明从略, 证明过程与性质 5 中的第 1 点相似. 

根据性质 5, 分段延迟三支决策模型能够获得两组有效的三支决策阈值. 这两组三支决策阈值的集成是

求解前文所述延迟代价目标函数非单调三支决策的基础. 同时, 分段延迟三支决策模型获得的这两组度量指

标α'、β'与α"、β", 也看作是两种不同视角下的三支决策. 

由于退化决策度量指标γ是由求解 TP=TN 获得, 则当 Pr(C|[x]R)=γ时, 正域决策的代价与负域决策的代价相

同. 通常, 我们认为此时对该对象进行正、负域决策的不确定程度最大; 而另一方面, 我们也通常认为此时进

行延迟决策往往是各方面都相对可以接受的选择. 而当 Pr(C|[x]R)=0.5 时, 有可能存在 TP>TN 或者 TP<TN, 所以

我们通常无法确定此时进行延迟决策是否各方面都可以接受. 同样, BT ' 与 BT '' 之间交点处 Pr(C|[x]R)=μ的取值

也存在这样的问题, 并且还有可能出现 BT ' 与 BT '' 之间交点处的取值μ小于 0 或者大于 1 的特殊情况, 因此而更

加无法判断此时进行延迟决策是否有实用价值. 根据上述讨论, 本文选择不确定程度最大的决策度量指标 Pr 

(C|[x]R)=γ作为双延迟决策代价目标函数的分段转折点. 基于分段转折点γ, 本文给出如下分段延迟三支决策阈

值的集成策略. 

定义 5. 分段延迟代价敏感三支决策的分段策略. 

· 正域视角优先策略: 当 Pr(C|[x]R)<γ时, 采用正域视角延迟决策代价目标函数 ;BT '  当 Pr(C|[x]R)≥γ时, 

采用负域视角延迟决策代价目标函数 ;BT ''  

· 负域视角优先策略: 当 Pr(C|[x]R)<γ时, 采用负域视角延迟决策代价目标函数 ;BT ''  当 Pr(C|[x]R)≥γ时, 

采用正域视角延迟决策代价目标函数 .BT '  

如何在双分段延迟代价三支决策中选择合适的集成策略, 对分段延迟代价三支决策的应用具有重要的指

导意义. 下一节将对双延迟代价三支决策各类情况集成策略的推理分别加以展开讨论. 

2.2   分段延迟代价敏感三支决策推理 

本文构造了双延迟决策代价目标函数, 获得两组分段三支决策作为解决延迟域代价目标函数非单调现象

的基础. 从本质上讲, 分段延迟三支决策也可以看作是群体决策的一种表现形式. 然而, 分段延迟代价敏感三 

支决策模型中的两个延迟决策代价目标函数 B BT T' ''、 与正负决策代价目标函数 TP、TN 之间的拓扑关系与分段延 

迟代价三支决策的推理密切相关. 

如图 7 所示: 当横坐标 Pr(C|[x]R)>0、纵坐标 T*>0 时, 分段延迟三支决策的关系模式示意图可被正、负 

域决策代价目标函数 TP、TN 划分为 4 个象限. 而两个延迟决策代价目标函数 B BT T' ''、 的交点(即 ( ) ( )B BT Tμ μ' ''= ), 

可能分别处于上述 4 个象限内. 

· 当 B BT T' ''、 交点处于象限 1 内时, 该交点的延迟代价取值特点为 ( ( ) ( )) ( ( ) ( ));B P B NT T T Tμ μ μ μ' '< ∧ <  

· 当 B BT T' ''、 交点处于象限 2 内时, 该交点的延迟代价取值特点为 ( ( ) ( )) ( ( ) ( ));B P B NT T T Tμ μ μ μ' '< ∧ >  

· 当 B BT T' ''、 交点处于象限 3 内时, 该交点的延迟代价取值特点为 ( ( ) ( )) ( ( ) ( ));B P B NT T T Tμ μ μ μ' '> ∧ <  
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· 当 B BT T' ''、 交点处于象限 4 内时, 该交点的延迟代价取值特点为 ( ( ) ( )) ( ( ) ( )).B P B NT T T Tμ μ μ μ' '> ∧ >  

· 如图 7(a)所示, 容易证明: 当 B BT T' ''、 交点处于象限 1 时, 分段延迟三支决策模型的基础度量指标γ与 

α'、β'和α"、β"之间满足β'<γ<α'和β"<γ<α"; 
· 如图 7(b)所示, 容易证明: 当 B BT T' ''、 交点处于象限 2 时, 分段延迟三支决策模型的基础度量指标γ与 

α'、β'和α"、β"之间满足β'<γ<α'和β">γ>α"; 
· 如图 7(c)所示, 容易证明: 当 B BT T' ''、 交点处于象限 3 时, 分段延迟三支决策模型的基础度量指标γ与 

α'、β'和α"、β"之间满足β'>γ>α'和β"<γ<α"; 
· 如图 7(d)所示, 容易证明: 当 B BT T' ''、 交点处于象限 4 时, 分段延迟三支决策模型的基础度量指标γ与 

α'、β'和α"、β"之间满足β'>γ>α'和β"<γ<α". 

   
(a) Illustration of Relational mode1                  (b) Illustration of Relational mode2 

   
(c) Illustration of Relational mode3                  (d) Illustration of Relational mode4 

图 7  分段延迟三支决策的关系模式示意图 

上述研究发现, 本文分段延迟三支决策模型中定义的基础度量指标γ、α'、β'、α"、β"之间只可能存在这

4 种典型的拓扑关系, 所以分段延迟代价敏感三支决策模型可被划分为以下 4 种关系模式. 

定义 6. 分段延迟代价敏感三支决策模型包括的 4 种关系模式. 

1. 当分段延迟三支决策基础度量指标之间同时满足β'<γ<α'和β"<γ<α"时, 该分段延迟代价敏感三支

决策模型被定义为关系模式 1; 

2. 当分段延迟三支决策基础度量指标之间同时满足β'<γ<α'和β">γ>α"时, 该分段延迟代价敏感三支

决策模型被定义为关系模式 2; 

3. 当分段延迟三支决策基础度量指标之间同时满足β'>γ>α'和β"<γ<α"时, 该分段延迟代价敏感三支

决策模型被定义为关系模式 3; 

4. 当分段延迟三支决策基础度量指标之间同时满足β'>γ>α'和β">γ>α"时, 该分段延迟代价敏感三支

决策模型被定义为关系模式 4. 

根据上述分段延迟代价敏感三支决策的 4 类典型关系模式及分段策略, 可以得到以下 4 种分段延迟三支

决策推理. 

定理 1. 当分段延迟代价敏感三支决策模型属于关系模式 1 时, 

(1) 采用负域视角优先分段策略的 3WD 阈值为α=α', β=β"; 
(2) 采用正域视角优先分段策略的 3WD 阈值为α=α", β=β'. 
证明: 对于定理 1(1): 当分段延迟代价敏感三支决策模型为关系模式 1 时, 实施负域视角优先分段策略

3WD. 
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首先证明, 当γ≤Pr(C|[x]R)时的三支决策, 此时需要采用正域视角延迟决策代价目标函数 BT ' 与 TP、TN 参 

与三支决策代价最小化推理. 

由于定义 6.1 规定了关系模式 1 中β'<γ<α'和β"<γ<α", 所以γ≤Pr(C|[x]R)可被进一步划分为γ≤Pr(C|[x]R)< 

α'和 Pr(C|[x]R)≥α'这两个证明阶段. 

(1) 证明γ≤Pr(C|[x]R)<α'时的三支决策. 

根据分段延迟三支决策模型性质 4 可知 ( ) ( ),PP PN BP BNλ λ λ λ' '- < -  此时由性质 1 可以推断: 当 Pr(C|[x]R)<α'
时, .P BT T '>  又由于关系模式 1 中约定γ<α', 所以, γ≤Pr(C|[x]R)<α'时, .B PT T' <  

由于定义 2分段延迟代价敏感三支决策模型中规定λPP-λPN<0和λNP-λNN>0, 所以, λPP-λPN<λNP-λNN. 由性

质 3 可以推断: 当 Pr(C|[x]R)≥γ时, TP≤TN. 同样, 由于关系模式 1 中约定γ<α', 故此推断: 当γ≤Pr(C|[x]R)<α'
时, TP≤TN. 

所以, 根据上述两个结论可以证明: 

当γ≤Pr(C|[x]R)<α'时, B P NT T T' < ≤ 成立. 即当γ≤Pr(C|[x]R)<α'时, x∈BND(α,β)(C)代价最小. 

(2) 证明 Pr(C|[x]R)≥α'时的三支决策. 

由分段延迟三支决策模型性质 4 可知 ( ) ( ),PP PN BP BNλ λ λ λ' '- < -  此时由性质 1 可以推断: 当 Pr(C|[x]R)≥α'
时, .P BT T '≤  

由分段延迟三支决策模型性质 4 可知 ( ) ( ),NP NN BP BNλ λ λ λ' '- > -  此时由性质 2 可以推断: 当 Pr(C|[x]R)>β'
时, .N BT T '>  

又由于定义 6.1 分段关系模式 1 中规定β'<α', 所以, 可以推断: 当 Pr(C|[x]R)≥α'时, .N BT T '>  

所以, 根据上述两个结论可以证明 Pr( | [ ] ) .R N B PC x T T Tα' '⇒ >≥ ≥  

即当 Pr(C|[x]R)≥α'时, x∈POS(α,β)(C)代价最小. 

其次证明当 Pr(C|[x]R)<γ时的三支决策, 此时需要采用正域视角延迟决策代价目标函数 BT '' 与 TP、TN 参与 

三支决策代价最小化推理. Pr(C|[x]R)<γ可被进一步划分为β"<Pr(C|[x]R)<γ和 Pr(C|[x]R)≤β"这两个证明阶段. 

(1) 证明β"<Pr(C|[x]R)<γ时的三支决策. 

由于分段延迟代价敏感三支决策模型的性质 4 中规定了 ( ) ( ),NP NN BP BNλ λ λ λ'' ''- > -  此时由性质 2 可以推断:

当 Pr(C|[x]R)>β"时, .N BT T ''>  又由于定义 6 约定关系模式 1 中β"<γ, 所以, 当γ>Pr(C|[x]R)>β"时, .N BT T ''>  

根据定义 2 分段延迟代价敏感三支决策模型中λPP-λPN<λNP-λNN, 由性质 3 可以推断: 当 Pr(C|[x]R)<γ时, 

TP>TN. 又由于定义 6 约定了β"<γ, 所以, 当β"<Pr(C|[x]R)<γ时, TP>TN 也成立. 

所以 ,  根据上述两个结论可以证明 :  当γ>Pr(C |[x]R)>β"时 , .P N BT T T ''> >  即 : 当γ>Pr(C |[x]R)>β"时 , 

x∈BND(α,β)(C)代价最小. 

(2) 证明 Pr(C|[x]R)≤β"时的三支决策. 

由分段延迟三支决策模型性质 4 可知 ,PP PN BP BNλ λ λ λ'' ''- < -  此时由性质 1 可知: 当 Pr(C|[x]R)<α"时, TP> 

.BT ''  又由于关系模式 1 中β"<α", 因此可得 Pr( | [ ] ) .R P BC x T Tβ'' ''→ >≤  

由于分段延迟代价敏感三支决策模型的性质 4 中规定了 ( ) ( ),NP NN BP BNλ λ λ λ'' ''- > -  此时由性质 2 可以推断: 

当 Pr(C|[x]R)≤β"时, .N BT T ''≤  

所以 ,  根据上述两个结论可以证明 :  当 Pr(C | [x ]R)≤β"时 ,  .P B NT T T''> ≥  即当 Pr(C | [x ]R)≤β"时 , 

x∈NEG(α,β)(C)代价最小. 

当分段延迟代价敏感三支决策模型属于关系模式 1 时, 由上述证明可获得采用负域视角优先分段策略的

三支决策为 

( , )

( , )

( , )

Pr( | [ ] ) ( ),

Pr( | [ ] ) ( ),

Pr( | [ ] ) ( ).

R

R

R

C x x POS C

C x x BND C

C x x NEG C

α β

α β

α β

α

α β

β

'→ ∈

' ''> > → ∈

''→ ∈

≥

≤

 

即, 采用负域视角优先分段策略的 3WD 阈值为α=α', β=β", 故定理 1(1)得证. 
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定理 1(2)的证明过程与定理 1(1)的证明过程类似, 从略.  □ 

定理 2. 当分段延迟代价敏感三支决策模型属于关系模式 2 时, 

(1) 采用负域视角优先分段策略的 3WD 阈值为α=α', β=γ; 
(2) 采用正域视角优先分段策略的 3WD 阈值为α=γ, β=β'. 
证明: 对于定理 2(1): 当分段延迟三支决策模型属于关系模式 2 时, 采用负域视角优先分段策略实施三支

决策. 

首先证明当γ<Pr(C|[x]R)时的三支决策. 此时需要采用正域视角延迟决策代价目标函数 BT ' 与 TP、TN 参与三 

支决策代价最小化推理. 

由于定义 6.2 规定了关系模式 2 中β'<γ<α'和β">γ>α", 所以, γ<Pr(C|[x]R)时的三支决策可被进一步划分为

γ<Pr(C|[x]R)<α'和 Pr(C|[x]R)≥α'这两个证明阶段. 

(1) 先证γ<Pr(C|[x]R)<α'时的三支决策. 

由分段延迟三支决策模型性质 4 可知 ( ) ( ),PP PN BP BNλ λ λ λ' '- < -  此时由性质 1 可以推断: 当 Pr(C|[x]R)<α'
时, .P BT T '>  又由于关系模式 2 约定γ<α', 所以, 当γ<Pr(C|[x]R)<α'时, .P BT T '>  

由于定义 2分段延迟代价敏感三支决策模型中规定λPP-λPN<0和λNP-λNN>0, 所以, λPP-λPN<λNP-λNN. 由性

质 3可以推断: 当Pr(C|[x]R)>γ时, TN>TP. 又由于关系模式 2约定γ<α', 所以, 当γ<Pr(C|[x]R)<α'时, TN>TP也成立. 

所以 ,  根据上述两个结论可以证明 :  当 γ<Pr(C | [x ]R)<α'时 ,  ,B P NT T T' < <  即当γ<Pr(C | [x ]R)<α'时 , 

x∈BND(α,β)(C)代价最小. 

(2) 再证 Pr(C|[x]R)≥α'时的三支决策. 

由分段延迟三支决策模型性质 4 可知 ( ) ( ),PP PN BP BNλ λ λ λ' '- < -  由性质 1 可以推断: 当 Pr(C|[x]R)≥α'时, 

.B PT T'≥  

由分段延迟三支决策模型性质 4 可知 ( ) ( ),NP NN BP BNλ λ λ λ' '- > -  由性质 2可得: 当 Pr(C|[x]R)>β'时, .N BT T '>  

又由于关系模式 2 中规定β'<α', 因此, 当 Pr(C|[x]R)≥α'时, N BT T '> 也成立. 

所以 ,  根据上述两个结论可以证明 :  当 Pr(C | [x ]R )≥α'时 ,  ,N B PT T T'> ≥  即当 Pr(C | [x ]R )>α'时 , 

x∈POS(α,β)(C)代价最小. 

当 Pr(C|[x]R)≤γ时, 需要采用正域视角延迟决策代价目标函数 BT '' 与 TP、TN 参与三支决策代价最小化推理. 

Pr(C|[x]R)≤γ时的三支决策可被进一步划分为α"<Pr(C|[x]R)≤γ和 Pr(C|[x]R)≤α"这两个证明阶段. 

(1) 先证α"<Pr(C|[x]R)≤γ时的三支决策. 

因为由定义 2 可知, 分段延迟代价敏感三支决策模型中λPP-λPN<λNP-λNN, 由性质 3 可以推断: 当 Pr 

(C|[x]R)≤γ时, TP≥TN. 又由于关系模式 2 中规定了α"<γ, 所以, 当α"<Pr(C|[x]R)≤γ时, TP≥TN 也成立. 

由于分段延迟代价敏感三支决策模型的性质 4 中规定了 ( ) ( ),PP PN BP BNλ λ λ λ'' ''- < -  由性质 2 可以推断: 当

Pr(C|[x]R)≥α"时, .P BT T ''≤  由于关系模式 2 中规定了α"<γ, 所以, 当α"<Pr(C|[x]R)≤γ时, .P BT T ''≤  

所以, 根据上述两个结论可以证明: 当α"<Pr(C|[x]R)≤γ时, B P NT T T''≥ ≥ 成立, 即当α"<Pr(C|[x]R)≤γ时, 

x∈NEG(α,β)(C)代价最小. 

(2) 再证 Pr(C|[x]R)≤α"时的三支决策. 

因为分段延迟代价敏感三支决策模型的性质 4 中规定了 ( ) ( ),NP NN BP BNλ λ λ λ'' ''- > -  此时由性质 2 可以推断: 

当 Pr(C|[x]R)≤β"时, .N BT T ''≤  由于定义 6 分段关系模式 2 中规定了α"<γ<β", 所以, 当 Pr(C|[x]R)≤α"时, TN> 

.BT ''  

同样, 因为分段延迟代价敏感三支决策模型的性质 4 中规定了 ( ) ( ),PP PN BP BNλ λ λ λ'' ''- < -  由性质 2 可以推

断: 当 Pr(C|[x]R)≤α"时, .P BT T ''≥  

所以 ,  根据上述两个结论可以证明 :  当 Pr(C | [x ]R)≤α"时 ,  ,N B PT T T'' '< ≤  即当 Pr(C | [x ]R)<α"时 , 

x∈NEG(α,β)(C)代价最小. 

当分段延迟代价敏感三支决策模型为关系模式 2 时, 由上述证明可得, 采用负域视角优先分段策略的
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3WD 为 

( , )

( , )

( , )

Pr( | [ ] ) ( ),

Pr( | [ ] ) ( ),

Pr( | [ ] ) ( ).

R

R

R

C x x POS C

C x x BND C

C x x NEG C

α β

α β

α β

α

α γ

γ

' → ∈

' > > → ∈

→ ∈

≥

≤

 

即, 采用负域视角优先分段策略的 3WD 阈值为α=α', β=γ, 故定理 2(1)得证.  

定理 2(2)的证明过程与定理 2(1)的证明过程类似, 从略. □ 

定理 3. 当分段延迟代价敏感三支决策模型属于关系模式 3 时, 

(1) 采用负域视角优先分段策略的 3WD 阈值为α=γ, β=β"; 
(2) 采用正域视角优先分段策略的 3WD 阈值为α=α", β=γ. 
证明: 定理 3(1)的证明方法与定理 2(2)的证明类似, 定理 3(2)的证明方法与定理 2(1)的证明类似.  □ 

定理 4. 当分段延迟代价敏感三支决策模型属于关系模式 4 时, 

(1) 采用负域视角优先分段策略的 3WD 退化为二分类, 阈值为α=γ, β=γ; 
(2) 采用正域视角优先分段策略的 3WD 退化为二分类, 阈值为α=γ, β=γ. 
证明: 假设某分段延迟三支决策为模式 4, 并且采用负域视角优先分段策略实施 3WD. 

首先证明: 当γ≤Pr(C|[x]R)时, 需要采用正域视角延迟决策代价目标函数 BT ' 与 TP、TN 参与三支决策代价 

最小化推理. 

由于定义 6 规定了关系模式 4 满足β'>γ>α'和β"<γ<α", 所以, γ≤Pr(C|[x]R)可被进一步划分为γ<Pr(C|[x]R)≤ 

β'和 Pr(C|[x]R)>β'这两个证明阶段. 

(1) 先证γ<Pr(C|[x]R)≤β'时的最优三支决策. 

由于分段延迟代价敏感三支决策模型的性质 4 中约定 ( ) ( ),NP NN BP BNλ λ λ λ' '- > -  因此, 由性质 1 可以推断: 

当 Pr(C|[x]R)≤β'时, .N BT T '≤  又由于关系模式 4 满足γ<β', 所以, 当γ<Pr(C|[x]R)≤β'时, B NT T'≥ 成立. 

由于定义 2 分段延迟代价敏感三支决策模型中规定了(λPP-λPN)<0 和(λNP-λNN)>0, 所以, λPP-λPN<λNP-λNN.

此时由性质 3 可以推断: 当 Pr(C|[x]R)>γ时, TP<TN. 又由于定义 6 约定了关系模式 4 中γ<β', 所以, 当γ<Pr 

(C|[x]R)≤β'时, TP<TN 也成立. 

根据上述两个结论可以推断: 当γ<Pr(C|[x]R)≤β'时, ,B N PT T T' >≥  即当γ<Pr(C|[x]R)≤β'时, x∈POS(α,β)(C) 

代价最小. 

(2) 再证 Pr(C|[x]R)>β'时的最优三支决策. 

由于分段延迟代价敏感三支决策模型的性质 4 中规定了 ( ) ( ),PP PN BP BNλ λ λ λ' '- < -  由性质 1 可以推断: 当

Pr(C|[x]R)>α'时, .P BT T '<  又由于α'<γ<β', 所以, 当 Pr(C|[x]R)>β'时, .P BT T '<  

由分段延迟代价敏感三支决策模型的性质 4 中可得 ( ) ( ),NP NN BP BNλ λ λ λ' '- > -  由性质 2 可以推断: 当

Pr(C|[x]R)>β'时, .N BT T '>  

根据上述两个结论可以推断: 当 Pr(C|[x]R)>β'时, .N B PT T T'> >  即当 Pr(C|[x]R)>β'时, x∈POS(α,β)(C)代价 

最小. 

其次证明当 Pr(C|[x]R)<γ时, 需要采用负域视角延迟决策代价目标函数 BT '' 与 TP、TN 参与三支决策代价最 

小化推理. 

Pr(C|[x]R)<γ可被进一步划分为α"<Pr(C|[x]R)≤γ和 Pr(C|[x]R)≤α"这两个证明阶段. 

(1) 证明α"<Pr(C|[x]R)≤γ时的最优三支决策. 

由分段延迟代价敏感三支决策模型的性质 4 中可知(λNP-λNN)>(λPP-λPN), 因此, 由性质 3 可以推断: 当

Pr(C|[x]R)<γ时, TN<TP. 又由于关系模式 4 中规定α"<γ, 所以, 当α"<Pr(C|[x]R)≤γ时, TN<TP. 

由分段延迟代价敏感三支决策模型的性质 4 中可知 ( ) ( ),BP BN PP PNλ λ λ λ'' ''- > -  因此, 由性质 1 可以推断: 当

Pr(C|[x]R)>α"时, .B PT T'' >  又由于关系模式 4 约定α"<γ, 所以, 当α"<Pr(C|[x]R)≤γ时, .B PT T'' >  

所以, 根据上述两个结论可以证明: 当α"<Pr(C|[x]R)≤γ时, B P NT T T'' > > 成立. 
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即当α"<Pr(C|[x]R)≤γ时, x∈NEG(α,β)(C)代价最小. 

(2) 证明 Pr(C|[x]R)≤α"时的最优三支决策. 

由分段延迟代价敏感三支决策模型的性质 4 中可知 ( ) ( ),NP NN BP BNλ λ λ λ'' ''- > -  由性质 2 可以推断: 当 Pr 

(C|[x]R)<β"时, .N BT T ''<  又由于关系模式 4 约定α"<β", 所以, 当 Pr(C|[x]R)≤α"时, N BT T ''< 也成立. 

由于分段延迟代价敏感三支决策模型的性质 4 中规定了 ( ) ( ),PP PN BP BNλ λ λ λ'' ''- < -  由性质 1 可以推断: 当

Pr(C|[x]R)≤α"时, .P BT T ''≥  

所以 ,  根据上述两个结论可以推断 : 当 Pr(C |[x]R)≤α"时, ,P B NT T T'' >≥  即当 Pr(C |[x]R)<α"时, x∈ 

NEG(α,β)(C)代价最小. 

当分段延迟代价敏感三支决策模型属于关系模式 4 时, 由上述证明可得, 采用负域视角优先分段策略的

3WD 为 

( , )

( , )

Pr( | [ ] ) ( ),

Pr( | [ ] ) ( ).

R

R

C x x POS C

C x x NEG C

α β

α β

γ

γ

→ ∈

< → ∈

≥
 

即, 采用负域视角优先分段策略的 3WD 阈值为α=γ, β=γ, 故定理 4(1)得证. 

定理 4(2)的证明过程与定理 4(1)的证明过程类似, 从略. □ 

由定理 4 可以得出结论: 当分段延迟代价敏感三支决策的关系为模式 4 时, 不论采用何种分段策略的

3WD 都退化为二分类, 阈值为α=γ, β=γ. 所以, 分段延迟代价敏感三支决策的关系为模式 4 时的 3WD 阈值退

化为二支决策阈值, 记为γ. 

3   分段延迟代价敏感三支决策的应用实例 

上述基于分段延迟代价敏感三支决策的阈值求解方法, 可通过一个安检系统实例进行说明. 如表 1 所示,

本实例给定了各安检对象等价类[xi]归属于安全概念 C 的概率信息表. 该安检系统实例数据由 16 个安检对象

等价类组成, 其中, [xi]表示第 i 个等价类, Pr([xi])表示样本属于[xi]的概率, Pr(C|[xi])表示等价类[xi]是否属于安

全概念 C 的条件概率. 基于上述概率信息表, 采用分段延迟三支决策方法判断等价类[xi]是否属于安全概念 C

的三支决策. 当某个等价类[xi]将被决策为安全概念 C 的正决策域 POS(α,β)(C)时, 对象[xi]将被评定为安全对

象; 当某个等价类[xi]将被决策为安全概念C的延迟决策域BND(α,β)(C)时, 对象[xi]将被要求延期接受进一步的

安全审查; 当某个等价类[xi]将被决策为安全概念 C 的负决策域 NEG(α,β)(C)时, 对象[xi]将被评定为危险对象. 

表 1  概率信息表[23] 

 [x1] [x2] [x3] [x4] [x5] [x6] [x7] [x8] 

Pr([xi]) 0.093 0.088 0.093 0.089 0.069 0.046 0.019 0.015 
Pr(C|[xi]) 1.0 0.978 0.95 0.91 0.89 0.81 0.72 0.61 

 [x9] [x10] [x11] [x12] [x13] [x14] [x15] [x16] 
Pr([xi]) 0.016 0.02 0.059 0.04 0.087 0.075 0.098 0.093 

Pr(C|[xi]) 0.42 0.38 0.32 0.29 0.2 0.176 0.1 0 

根据分段延迟代价敏感三支决策理论, 本实例首先给出满足定义 2 要求的正域决策损失函数λPP=0 和

λPP=0、负域决策损失函数λNP=2 和λNN=0. 根据上述损失函数可以获得的正域决策代价目标函数和负域决策代

价目标函数为 

 
(0 2)Pr( | [ ] ) 2

(2 0)Pr( | [ ] ) 0
P R

N R

T C x

T C x

= - +■
■ = - +■

 (7) 

然后, 同样根据分段延迟代价敏感三支决策理论, 本实例依据定义 3 选取了 4 组不同的分段延迟代价敏

感损失函数值, 见表 2, 分别用分段延迟损失函数 1-4 表示. 这 4 组分段延迟代价敏感损失函数值的选择目的

是为了分别与公式(7)组合出分段延迟代价敏感三支决策模型的 4 种关系模式, 以便对本文定义的 4 种关系模

式情况下分段延迟代价敏感三支决策推理进行验证与分析. 
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表 2  分段延迟损失函数表
BNλ'  

 BPλ' BNλ' BPλ'' BNλ''

分段延迟损失函数 1 0.25 1 1 0.25
分段延迟损失函数 2 0.25 1 1.85 1.6
分段延迟损失函数 3 0.9 1.5 1 0.25
分段延迟损失函数 4 0.9 1.5 1.85 1.6

 

其中, 分段延迟损失函数 1 构成延期接受进一步安全审查的分段代价目标函数, 包括正域视角延迟决策代价

目标函数和负域视角延迟决策代价目标函数为 

 
(0.25 1)Pr( | [ ] ) 1

(1 0.25)Pr( | [ ] ) 0.25
B R

B R

T C x

T C x

' = - +■
■ '' = - +■

 (8) 

其中, 分段延迟损失函数 2 构成延期接受进一步安全审查的分段代价目标函数, 包括正域视角延迟决策代价

目标函数和负域视角延迟决策代价目标函数为 

 
(0.25 1)Pr( | [ ] ) 1

(1.85 1.6)Pr( | [ ] ) 1.6
B R

B R

T C x

T C x

' = - +■
■ '' = - +■

 (9) 

其中, 分段延迟损失函数 3 构成延期接受进一步安全审查的分段代价目标函数, 包括正域视角延迟决策代价

目标函数和负域视角延迟决策代价目标函数为 

 
(0.9 1.5)Pr( | [ ] ) 1.5

(1 0.25)Pr( | [ ] ) 0.25
B R

B R

T C x

T C x

' = - +■
■ '' = - +■

 (10) 

其中, 分段延迟损失函数 4 构成延期接受进一步安全审查的分段代价目标函数, 包括正域视角延迟决策代价

目标函数和负域视角延迟决策代价目标函数为 

 
(0.9 1.5)Pr( | [ ] ) 1.5

(1.85 1.6)Pr( | [ ] ) 1.6
B R

B R

T C x

T C x

' = - +■
■ '' = - +■

 (11) 

根据分段延迟代价敏感三支决策模型的定义, 可将上述公式(8)-公式(11)这 4 类分段延迟决策代价目标函

数分别与公式(7)表示的正域决策代价目标函数 TP 及负域决策代价目标函数 TN 组合为 4 种典型分段延迟代价

敏感三支决策模型, 记为实例 1-实例 4. 

然后, 根据定义 4 求解出每个分段延迟三支决策模型实例相关的基础度量指标, 并且应用定理 1-定理 4

推理得到对应不同分段策略的三支决策阈值. 最后, 根据获得的三支决策阈值对表 1 等价类对象实例实施三

支分类决策. 

3.1   PWD-3WD模型实例1及决策分析 

基于公式(7)正域及负域决策代价目标函数 TP、TN 和公式(8)表示的分段延迟代价目标函数 B BT T' ''、 构建如 

下 PWD-3WD 模型实例 1: 

(0 2)Pr( | [ ] ) 2

(2 0)Pr( | [ ] ) 0
.

(0.25 1)Pr( | [ ] ) 1

(1 0.25)Pr( | [ ] ) 0.25

P R

N R

B R

B R

T C x

T C x

T C x

T C x

= - +■
| = - +|
■ ' = - +|
| '' = - +■

 

根据定义 4 计算上述分段延迟代价敏感三支决策模型实例 1, 可获得如下相关的 5 种基础度量指标: 

α'=0.8, β'=0.3636, α"=0.6363, β"=0.2, γ=0.5. 

本实例分段延迟决策代价目标函数 B BT T' ''、 与正、负域决策代价目标函数 TP、TN 以及基础度量指标之间的拓 

扑关系如图 8 所示, 其基础度量指标满足定义 6.1 的条件β'<γ<α'和β"<γ<α", 所以, 本分段延迟代价敏感三支决策

模型属于关系模式 1. 
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图 8  分段延迟代价敏感三支决策模型 1 示意图 

根据定理 1(1), 本实例采用负域视角优先分段策略可以获得三支决策阈值为α=0.8, β=0.2. 图 9(a)展示了本实

例采用负域视角优先分段策略的最优三支决策代价关系, 其中, 与阴影部分相临接的代价目标函数表示当前条

件概率情况下选定的决策行为具有最小决策代价, 与阴影部分不临接的代价目标函数表示其决策代价取值大

于与阴影部分临接的代价目标函数. 所以, 表 1 中满足 Pr(C|[xi])≥0.8 的对象集合[xi]属于三支决策正域, 满足

Pr(C|[xi])≤0.2 的对象集合[xi]属于三支决策负域, 满足 0.2<Pr(C|[xi])<0.8 的对象集合[xi]属于延迟决策域. 其中, 

i∈{1,2,3,…,16}. 

根据定理 1(2), 采用正域视角优先分段策略的 3WD 阈值为α=0.3636, β=0.3636. 图 9(b)展示了本实例采用

正域视角优先分段策略的最优三支决策代价关系. 

     
(a) Negative region view priority strategy            (b) Positive region view priority strategy 

图 9  分段延迟代价敏感三支决策模型 1 的最优代价示意图 

使用上述阈值对表 1 中实验对象数据实施三支分类, 得到如下三支决策域分类. 

· POS(α,β)(C)={[x1],[x2],[x3],[x4],[x5],[x6]}集合中的元素被认定为安全对象; 

· BND(α,β)(C)={[x7],[x8],[x9],[x10],[x11],[x12]}集合中的元素将被要求延期接受进一步的安全审查; 

· NEG(α,β)(C)={[x13],[x14],[x15],[x16]}集合中的元素被认定为危险对象. 

所以, 表 1 中满足 Pr(C|[xi])≥0.6363 的对象集合[xi]属于安全概念 C 的三支决策正域, 满足 Pr(C|[xi])≤ 

0.3636的对象集合[xi]属于安全概念 C三支决策的负域, 满足 0.3636<Pr(C|[xi])<0.6363的对象集合[xi]属于安全

概念 C 的延迟决策域. 根据上述阈值对表 1 中实验对象数据实施三支分类, 得到三支决策域划分为: 

· POS(α,β)(C)={[x1],[x2],[x3],[x4],[x5],[x6],[x7]}集合中的元素被认定为安全对象; 

· BND(α,β)(C)={[x8],[x9],[x10]}集合中的元素被要求延期接受进一步的安全审查; 

· NEG(α,β)(C)={[x11],[x12],[x13],[x14],[x15],[x16]}集合中的元素被认定为危险对象. 

图 9(a)和图 9(b)分别展示了不同分段策略的代价最优三支决策示意图, 也体现了本安检系统中采用分段

延迟代价敏感三支决策模型 1 中非单调的延迟代价语义. 

其中, 图 9(b)采用正域视角优先的分段策略分段延迟代价目标函数语义为: 

· 当 Pr(C|[xi])<γ时, 分段延迟代价目标函数为 (0.25 1)Pr( | [ ] ) 1;B RT C x' = - +  

· 当 Pr(C|[xi])>γ时, 分段延迟代价目标函数为 (1 0.25)Pr( | [ ] ) 0.25.B RT C x'' = - +  

这与安全检测工作中 Pr(C|[xi])趋近于中位数时延迟代价最小的经验相符合. 

3.2   PWD-3WD模型实例2及决策分析 

基于公式(7)正域及负域决策代价目标函数 TP、TN 和公式(9)表示的分段延迟代价目标函数 B BT T' ''、 构建如
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下 PWD-3WD 模型实例 2: 

(0 2)Pr( | [ ] ) 2

(2 0)Pr( | [ ] ) 0
.

(0.25 1)Pr( | [ ] ) 1

(1.85 1.6)Pr( | [ ] ) 1.6

P R

N R

B R

B R

T C x

T C x

T C x

T C x

= - +■
| = - +|
■ ' = - +|
| '' = - +■

 

根据定义 4 计算上述分段延迟代价敏感三支决策模型实例 2, 可获得如下相关的 5 种基础度量指标: 

α'=0.8, β'=0.363, α"=0.177, β"=0.914, γ=0.5. 

本模型实例分段延迟决策代价目标函数 B BT T' ''、 与正、负域决策代价目标函数 TP、TN 以及基础度量指标之间 

的拓扑关系如图 10 所示, 其基础度量指标满足定义 6.2 的条件β'<γ<α'和β">γ>α", 所以, 本分段延迟代价敏感三

支决策模型属于关系模式 2. 

 

图 10  分段延迟代价敏感三支决策模型 2 示意图 

根据定理 2(1), 本实例采用负域视角优先分段策略可以获得三支决策阈值为α=0.8, β=0.5. 图 11(a)展示了本

实例采用负域视角优先分段策略的最优三支决策代价关系, 其中, 与阴影部分相临接的代价目标函数表示当前条

件概率情况下选定的决策行为具有最小决策代价, 与阴影部分不临接的代价目标函数表示其决策代价取值大于

与阴影部分临接的代价目标函数. 所以, 表 1 中满足 Pr(C|[xi])≥0.8 的对象集合[xi]属于三支决策正域, 满足 Pr 

(C|[xi])≤0.5 的对象集合[xi]属于三支决策负域, 满足 0.5<Pr(C|[xi])<0.8 的对象集合[xi]属于延迟决策域, 其中, i∈ 

{1,2,3,…,16}. 

使用上述阈值对表 1 中实验对象数据实施三支分类, 得到如下三支决策域分类. 

· POS(α,β)(C)={[x1],[x2],[x3],[x4],[x5],[x6]}集合中的元素被认定为安全对象; 

· BND(α,β)(C)={[x7],[x8]}集合中的元素将被要求延期接受进一步的安全审查; 

· NEG(α,β)(C)={[x9],[x10],[x11],[x12],[x13],[x14],[x15],[x16]}集合中的元素被认定为危险对象. 

根据定理 2(2), 采用正域视角优先分段策略的 3WD 阈值为α=0.5, β=0.3636. 图 11(b)展示了本实例采用正

域视角优先分段策略的最优三支决策代价关系, 所以, 表 1中满足Pr(C|[xi])≥0.5的对象集合[xi]属于安全概念C

的三支决策正域, 满足 Pr(C|[xi])≤0.3636 的对象集合[xi]属于安全概念 C 的三支决策负域, 满足 0.3636<Pr 

(C|[xi])<0.5 的对象集合[xi]属于安全概念 C 的延迟决策域. 

     
(a) Negative region view priority strategy            (b) Positive region view priority strategy 

图 11  分段延迟代价敏感三支决策模型 2 的最优代价示意图 

根据上述阈值对表 1 中实验对象数据实施三支分类, 得到三支决策域划分为: 

· POS(α,β)(C)={[x1],[x2],[x3],[x4],[x5],[x6],[x7],[x8]}集合中的元素被认定为安全对象; 

· BND(α,β)(C)={[x9],[x10]}集合中的元素被要求延期接受进一步的安全审查; 
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· NEG(α,β)(C)={[x11],[x12],[x13],[x14],[x15],[x16]}集合中的元素被认定为危险对象. 

图 11(a)和图 11(b)分别展示了不同分段策略的代价最优三支决策示意图, 也体现了本安检系统实例中分

段延迟代价敏感三支决策的退化现象, 其特点是, 只有一个分段延迟决策代价目标函数在代价敏感决策中起

作用. 

3.3   PWD-3WD模型实例3及决策分析 

基于公式(7)正域及负域决策代价目标函数 TP、TN 和公式(10)表示的分段延迟代价目标函数 B BT T' ''、 构建如 

下 PWD-3WD 模型实例 3: 

(0 2)Pr( | [ ] ) 2

(2 0)Pr( | [ ] ) 0
.

(0.9 1.5)Pr( | [ ] ) 1.5

(1 0.25)Pr( | [ ] ) 0.25

P R

N R

B R

B R

T C x

T C x

T C x

T C x

= - +■
| = - +|
■ ' = - +|
| '' = - +■

 

根据定义 4 计算上述分段延迟代价敏感三支决策模型实例 3, 可获得如下相关的 5 种基础度量指标: 

α'=0.357, β'=0.576, α"=0.6363, β"=0.2, γ=0.5. 

本模型实例分段延迟决策代价目标函数 B BT T' ''、 与正、负域决策代价目标函数 TP、TN 以及基础度量指标之间 

的拓扑关系如图 12 所示, 其基础度量指标满足定义 6.3 的条件α'<γ<β'和β"<γ<α", 所以, 本分段延迟代价敏感三

支决策模型属于关系模式 3. 

 

图 12  分段延迟代价敏感三支决策模型 3 示意图 

根据定理 3(1), 本实例采用负域视角优先分段策略可以获得三支决策阈值为α=0.5, β=0.2. 图 13(a)展示了本

实例采用负域视角优先分段策略的最优三支决策代价关系, 其中, 与阴影部分相临接的代价目标函数表示当前

条件概率情况下选定的决策行为具有最小决策代价, 与阴影部分不临接的代价目标函数表示其决策代价取值

大于与阴影部分临接的代价目标函数. 所以, 表 1 中满足 Pr(C|[xi])≥0.5 的对象集合[xi]属于三支决策正域, 满

足 Pr(C|[xi])≤0.2的对象集合[xi]属于三支决策负域, 满足 0.2<Pr(C|[xi])<0.5的对象集合[xi]属于延迟决策域. 其

中, i∈{1,2,3,…,16}. 

使用上述阈值对表 1 中实验对象数据实施三支分类, 得到如下三支决策域分类. 

· POS(α,β)(C)={[x1],[x2],[x3],[x4],[x5],[x6],[x7],[x8]}集合中的元素被认定为安全对象; 

· BND(α,β)(C)={[x9],[x10],[x11],[x12]}集合中的元素被要求延期接受进一步的安全审查; 

· NEG(α,β)(C)={[x13],[x14],[x15],[x16]}集合中的元素被认定为危险对象. 

根据定理 3(2), 采用正域视角优先分段策略的 3WD 阈值为α=0.3636, β=0.5. 图 13(b)展示了本实例采用正

域视角优先分段策略的最优三支决策代价关系. 所以, 表 1 中满足 Pr(C|[xi])≥0.6363 的对象集合[xi]属于安全概

念 C 的三支决策正域, 满足 Pr(C|[xi])≤0.5 的对象集合[xi]属于安全概念 C 的三支决策负域, 满足 0.5<Pr(C|[xi]) 

<0.6363 的对象属于安全概念 C 的延迟决策域. 根据上述阈值对表 1 中实验对象数据实施三支分类, 得到三支

决策域划分为: 

· POS(α,β)(C)={[x1],[x2],[x3],[x4],[x5],[x6],[x7]}集合中的元素被认定为安全对象; 

· BND(α,β)(C)={[x8]}集合中的元素被要求延期接受进一步的安全审查; 

· NEG(α,β)(C)={[x9],[x10],[x11],[x12],[x13],[x14],[x15],[x16]}集合中的元素被认定为危险对象. 
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(a) Negative region view priority strategy             (b) Positive region view priority strategy 

图 13  分段延迟代价敏感三支决策模型 3 的最优代价示意图 

图 13(a)和图 13(b)分别展示了不同分段策略的代价最优三支决策示意图, 也体现了本安检系统实例 3 分

段延迟代价三支决策退化现象, 其特点也是只有一个分段延迟决策代价目标函数在代价敏感决策中起作用. 

3.4   PWD-3WD模型实例4及决策分析 

基于公式(7)正域及负域决策代价目标函数 TP、TN 和公式(11)表示的分段延迟代价目标函数 B BT T' ''、 构建如 

下 PWD-3WD 模型实例 4: 

(0 2)Pr( | [ ] ) 2

(2 0)Pr( | [ ] ) 0
.

(0.9 1.5)Pr( | [ ] ) 1.5

(1.85 1.6)Pr( | [ ] ) 1.6

P R

N R

B R

B R

T C x

T C x

T C x

T C x

= - +■
| = - +|
■ ' = - +|
| '' = - +■

 

根据定义 4 计算上述分段延迟代价敏感三支决策模型实例 4, 可以获得如下相关的 5 种基础度量指标: 

α'=0.357, β'=0.576, α"=0.177, β"=0.914, γ=0.5. 

本模型实例分段延迟决策代价目标函数 B BT T' ''、 与正、负域决策代价目标函数 TP、TN 以及基础度量指标之间 

的拓扑关系如图 14 所示, 其基础度量指标满足定义 6.4 的条件满足α'<γ<β'和α"<γ<β", 所以, 本分段延迟代价敏

感三支决策模型属于关系模式 4. 

 

图 14  分段延迟代价敏感三支决策模型 4 示意图 

根据定理 4(1)和定理 4(2), 可以采用负域视角优先分段策略的三支决策阈值和正域视角优先分段策略的三支

决策阈值都是α=0.5, β=0.5. 图 15 展示了本实例采用正或者负域视角优先分段策略的最优三支决策代价关系. 所

以, 表 1 中满足 Pr(C|[xi])≥0.5 的对象集合属于安全概念 C 的三支决策正域, 满足 Pr(C|[xi])<0.5 的对象属于安

全概念 C 的三支决策负域. 根据上述阈值对表 1 中实验对象数据实施三支分类, 得到三支决策域划分为: 

· POS(α,β)(C)={[x1],[x2],[x3],[x4],[x5],[x6],[x7],[x8]}集合中的元素被认定为安全对象; 

· NEG(α,β)(C)={[x9],[x10],[x11],[x12],[x13],[x14],[x15],[x16]}集合中的元素被认定为危险对象. 

图 15 所示为分段延迟代价敏感三支决策模型 4 显示出了二支退化后的决策代价情况. 

上述 4 个实例只有实例 1 采用正域视角优先的分段策略分段延迟代价目标函数语义与安全检测工作中 

Pr(C|[xi])趋近于中位数时延迟代价最小的经验相符合. 即: 当 Pr(C|[xi])<γ时, 分段延迟代价目标函数为 BT ' =  

(0.25-1)Pr(C|[x]R)+1; 当 Pr(C|[xi])>γ时, 分段延迟代价目标函数为 (1 0.25)Pr( | [ ] ) 0.25.B RT C x'' = - +  而其余实例 

都不能表达这种语义. 所以, 本实例显示: 分段延迟代价敏感三支决策模型的关系模式 1 及正域视角优先的

分段策略是唯一能够表达本文开始部分描述的海关安检决策场景以及大学招录学生场景中的非单调延迟决策

代价语义. 
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图 15  分段延迟代价敏感三支决策模型 4 的最优代价示意图 

4   结束语 

本研究首先采用了一种新型的几何视角对代价敏感三支决策理论中各决策代价目标函数及决策阈值之间

的拓扑关系进行了分析, 并且针对非单调延迟代价现象构造了一种具有两段分段延迟决策代价目标函数的新

型分段延迟代价敏感三支决策模型. 基于分段延迟代价敏感三支决策代价目标函数之间的逻辑关系推理, 拓

展了一套分段延迟代价敏感三支分类阈值求解策略. 最后, 通过一组实例验证了本文提出的分段延迟代价敏

感三支决策模型能够有效地求解非单调延迟决策三支分类问题. 

本文提出的分段延迟代价敏感三支决策模型采用了双段延迟代价敏感代价目标函数, 虽然能够简洁、有

效地表达非单调迟代价敏感现象, 但也还存在一定的不足. 例如, 在现实生活中还可能存在更加复杂甚至平

滑变化的非单调决策代价敏感形态, 本文提出的由两段延迟代价敏感代价目标函数构成的分段延迟代价敏感

三支决策模型只能近似地表示这种非单调代价敏感状态, 无法更加精确地表征这种非单调延迟代价敏感三支

决策. 另外, 在实际应用中, 各种复杂的决策代价目标场景都可能遭遇. 比如在群体决策中, 不同分段的决策

者具有不同的复杂风险偏好(如理财投资), 甚至有可能有非完全理性的感性偏好. 这些不同应用场景中更加

复杂的决策代价关系、更多数量的分段延迟代价目标函数的合理应用等问题, 也将是本文后续的代价敏感三

支决策的重要研究工作. 
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